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 11  nr  with values in the space of homogeneous tensors on (M, g) 

(see Zbl 0484.53039). If we denote by D* the operator formally adjoint to the 

third basis operator D then the second order operator  : rD D М   

 r М  is elliptic (see also Zbl 1239.53058). 
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Неприводимые четырехмерные алгебры с единицей,  

получаемые методом Кэли — Диксона 
 

Найдены все четырехмерные неприводимые ассоциатив-
ные алгебры с единицей над полем действительных чисел, ко-
торые можно получить методом Кэли — Диксона удвоения 
действительных двумерных алгебр с единицей. 
 
Ключевые слова: линейные алгебры, неприводимые алгебры, ас-

социативные алгебры, алгебры с единицей, процесс Кэли — Диксона 
удвоения алгебр. 

 
В 1908 году Э. Штуди и Э. Картан опубликовали обзорную 

статью [1], в которой они в частности привели классификацию 
всех четырехмерных неприводимых ассоциативных алгебр с 
единицей над полем R  действительных чисел. Приведем эту 
классификацию по книге [2]. Алгебры эти обозначим симво-
лами  4, 1,2,mA m   , а базисные элементы этих алгебр симво-

лами 3210 ,,, eeee , причем 0e  во всех случаях является символом 
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единицы алгебры. Поскольку kkk eeeee  00   3,2,1,0k , то 

эти соотношения в таблице указывать не будем. Представим 
лишь произведения jiee  ( 0, ji ). 

 

 2
1e  2

2e  2
3e  21ee 12ee 31ee 13ee 32ee 23ee Приме-

чание 

1,4  2e  0 0 3e  3e  0 0 0 0  

2,4  0e  0 0 2e  2e 3e  3e  0 0  

3,4  3e  3e  0 3e  3e 3e  3e  3e  3e    — по-
стоянная 

4,4  3e  3e  0 0 0 0 0 0 0  

5,4  3e  3e  0 0 0 0 0 0 0  

6,4  2e  0 0 0 0 0 0 0 0  

7,4  0e  0e  0e 3e  3e 2e 2e  1e  1e  

8,4  0e  0e  0e 3e  3e 2e  2e 1e 1e   

9,4  0e  0 0 3e  3e 2e 2e  0 0  

10,4  0e  0 0 3e  3e 2e  2e 0 0  

11,4  0 0 0 3e  3e 0 0 0 0  

12,4  0e  0 0 2e  3e 3e  3e 0 0  

13,4  0 0 0 0 0 0 0 0 0  

 
В настоящей работе перечислим все четырехмерные не-

приводимые ассоциативные алгебры с единицей, которые по-
лучим методом удвоения Кэли — Диксона. 

 
1. Метод удвоения Кэли — Диксона 

 
Пусть P  — некоторое поле, и   — конечномерная ли-

нейная алгебра над этим полем. Линейность алгебры означает, 
что операция умножения в ней линейна по каждому аргумен-
ту, то есть выполняются тождества 
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     bcaccba   ,      cbcabac    

для A,;P,  ba . 
Предположим, что выбрана инволюция алгебры A , то есть 

линейное отображение AA:  , удовлетворяющее условиям 

     abab    и   aa 2  

для любых элементов A, ba . Кроме того, зафиксируем про-

извольный скаляр P . На прямом произведении  , ко-
торое стандартным образом снабдим структурой векторного 
пространства над полем P , зададим операцию умножения 
формулой 

     234124314321 ,,, aaaaaaaaaaaa   ,  (1) 

где    1122 , aaaa   . Элемент  aa   называется сопря-

женным элементом для элемента a  относительно инволюции 
 . Операция умножения на  , определенная по формуле 

(1), служит линейной по каждому аргументу, следовательно, 
векторное пространство  , снабженное этой операцией 
умножения, является линейной алгеброй над полем P . Обо-
значим эту алгебру как набор  ,, . Элемент  0,1  этой ал-

гебры — ее единица. Множество    aa )0,(  выступает 

подалгеброй алгебры  ,, , изоморфной алгебре  . Алгеб-

ра  ,,  называется удвоением алгебры  , полученным 

процессом Кэли — Диксона [3]. Элемент   1,0  обладает сле-

дующим свойством:  0,12   . По формуле (1) находим, 

что    aa ,00,   для любого элемента a . В силу этого ка-

ждый элемент  ba,  алгебры  ,,  можно представить как 

      baba ,00,,  . 
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Отождествим  0,a  алгебры  ,,  с элементом a  ал-
гебры  . Тогда предыдущее равенство можно представить 
следующим образом: 

   baba , . 

По формуле (1) получим тождество aa    (здесь a  ото-
ждествили с парой  0,a , а  aa  ). 

Отметим некоторые свойства алгебры  ,, . 

1. Если размерность алгебры   равна n , то размерность 

алгебры  ,,  равна n2 . 

2. Если инволюция   является тождественной и алгебра 

  — коммутативна, то алгебра  ,,  является коммута-
тивной. 

3. Если алгебра   — коммутативна и ассоциативна, то 

алгебра  ,,  ассоциативна. 

4. Если инволюция   не является тождественной, то ал-

гебра  ,,  некоммутативна. 

5. Если алгебра   некоммутативна, то алгебра  ,,  
неассоциативна. 

6. Алгебра    ,,  обладает двумя инволюциями: 

тождественной инволюцией Aid  и инволюцией  , опре-

деленной условием   baba   . 

7. Пусть алгебра   задана над полем R  действительных 
чисел. Тогда имеют место изоморфизмы: 

(а)    1,,,,   , если 0 ; 

(б)    1,,,,   , если 0 . 
В заключении этого раздела заметим, что если алгебра ко-

нечной размерности коммутативна, обладает единицей и со-
держит нетривиальный идемпотент, то эта алгебра является 
приводимой. 
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2. Четырехмерные вещественные линейные алгебры  
с единицей, получаемые процессом Кэли — Диксона 
 
В этом разделе мы считаем, что полем P  стало поле дейст-

вительных чисел. 
Каждая четырехмерная алгебра с единицей, полученная 

процессом Кэли — Диксона, возникает из двумерной алгебры с 
единицей. Всякая вещественная двумерная алгебра с единицей 
изоморфна одной из следующих алгебр   R , R ,a b a b     

2  , где 1,0,1  [3; 4]. Алгебра  R  получается удвое-

нием алгебры действительных чисел:     ,R,R  . Эти ал-
гебры коммутативны и ассоциативны, поэтому их удвоения 

будут ассоциативны. При 02   алгебра  R  называется ал-

геброй дуальных чисел и обозначается  R , при 12   алгеб-

ра  R  обозначается  eR  и называется алгеброй двойных 

чисел; при 12   алгебра  R  обозначается  iR  и является 
алгеброй комплексных чисел. Каждая из перечисленных ал-
гебр  R  обладает только двумя инволюциями:   и  . 

В силу этого и свойства 7  при перечислении веществен-
ных четырехмерных алгебр с единицей, получаемых методом 
Кэли — Диксона, возникает ряд случаев. 

Случай 1. Алгебры     ,40,,R  , 2  . Элементы 

этой алгебры представляются в виде ba  , где  R, ba , а 

 1,0  и 02  . Операция умножения определяется форму-

лой     bcadacdcba   . 

Элементы   3210 ,,,1 eeee составляют базис ал-

гебры ,4 . В зависимости от значения   возникают сле-

дующие подслучаи. 
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1.1. 02  . Тогда алгебра 0,4  задается следующими со-

отношениями: 

 ,02
3

2
2

2
1  eee 0,0, 2332133131221  eeeeeeeeeeeee . 

Алгебра 0,4  изоморфна алгебре 5,4 , приведенной в таб-

лице. Действительно, перейдем в алгебре 0,4  к новому бази-

су 3210 ,,,   по формулам 

     3321221100 ,
2

1
,

2

1
, eeeeee   . 

Тогда получим, что 0  — единица алгебры 0,4 , 

 ,0,0,, 1221
2
33

2
23

2
1    

 ,01331    02332   . 

1.2. 12  . В этом случае базисные элементы алгебры 1,4  

удовлетворяют соотношениям 

 0,,,0, 23322133131221
2
3

2
20

2
1  eeeeeeeeeeeeeeeeee . 

Элемент  102

1
eee   — нетривиальный идемпотент этой 

алгебры:     eeeeeeee  10
2
110

2
0

2

2

1
2

4

1
. Следовательно, 

алгебра 1,4  — приводимая алгебра. Ее можно представить в 

виде прямой суммы двух отличных от нуля идеалов. 

1.3. 12  . Базисные элементы алгебры 1,4   удовлетво-

ряют следующим соотношениям: 

 0,,,0, 23322133131221
2
3

2
20

2
1  eeeeeeeeeeeeeeeeee . 

Эти соотношения определяют операцию умножения алгеб-
ры 14,4 . 
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Случай 2. Алгебры   1,,R  . Операция умножения в этих 
алгебрах коммутативна и определяется равенством 

       bcadbdacdcba   , 12  . 

Базис этих алгебр составляют элементы 0 11, ,e e    

2 3,e e     1,02  , элемент 0e  — единица алгебры, а 

122
2 e . Поэтому элемент  202

1
eee   является нетриви-

альным идемпотентом. Следовательно, все рассматриваемые 
алгебры — приводимые. 

Случай 3. Алгебры     4,С1,,R . Эти алгебры комму-

тативны. Если 0 , то есть 02  , то алгебра 04,С  оказывается 

изоморфной алгебре 14,4 . При 12   получаем алгебру 

14,С . Элемент  102

1
eee   является нетривиальным идемпо-

тентом алгебры 14,С . Соответственно, алгебра 14,С  — приводима. 

Если 1 , то элемент  302

1
eee   будет нетривиальным 

идемпотентом алгебры 4,-1C . Значит, она будет приводимой. 

Случай 4. Алгебры    2
4, ,D0,,R    . Операция ум-

ножения в 4,D определяется равенством 

     cbdaacdcba   , 02  . 

Если 0 , то алгебра 04,D  изоморфна алгебре 11,4 . 

Если 1 , то получаем алгебру 14,D , которая оказывается 

изоморфной алгебре 10,4 . 

При 1  приходим к алгебре 14,-D , которая изоморфна 

алгебре 9,4 . Эта алгебра является алгеброй полукватернио-

нов Э. Штуди. 
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Случай 5. Алгебры   1,,R  = ,4 . Операция умножения 

в них определяется условием 

       cbdabdacdcba   , 

где  R,,, dcba , а 12  . 

При 0  приходим к алгебре 0,4 , которая изоморфна 

алгебре 10,4 . 

Если 1 , то алгебра 1,4  является изоморфной алгебре 

8,4 . 

При 1  получаем алгебру 1,4  , которая также изо-

морфна алгебре 8,4 . 

Случай 6. Алгебры     ,4F1,,R  . Эти алгебры ассо-

циативны, и операция умножения в них определяется услови-

ем       cbdabdacdcba   , 12  . 

Если 0 , то, выбрав в алгебре 0,4F  подходящий базис, 

мы получим, что алгебра 0,4F  изоморфна алгебре 9,4 . 

При 1  получим, что алгебра 1,4F  изоморфна алгебре 

8,4 . 

Если 1 , то получаем, что алгебра 1,4F   изоморфна ал-

гебре 7,4  и является алгеброй вещественных кватернионов 

Гамильтона. 
Полученные результаты позволяют сформулировать сле-

дующие две теоремы. 
Теорема 1. 
(1) В классификации Штуди — Картана четырехмерных 

вещественных ассоциативных алгебр с единицей только 
семь алгебр могут быть получены процессом удвоения Кэли — 
Диксона. 
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(2) Имеют место следующие изоморфизмы: 
 5,4   0,,R  ; 

 7,4   1,,R i ; 

 8,4         1,,R1,,R1,,R  eee  ; 

 9,4      1,,R0,,R  i ; 

 10,4      1,,R0,,R  e ; 

 11,4   0,,R  ; 

 14,4      1,,R0,,R  i . 

Теорема 2. Алгебры   0,,R e ,   1,,R    1,02  , 

  1,,R e ,   1,,R i , полученные процессом удвоения Кэли — 
Диксона, являются приводимыми. 

Замечание. Алгебра 5,4  изоморфна тензорному произве-

дению     RR   двух экземпляров алгебры дуальных чисел 
и является алгеброй А. Вейля высоты 2 и ширины 2. В приве-
денной классификации есть еще четыре алгебры А. Вейля: ал-
гебры 1,4 , 4,4 , 6,4 , 13,4 . Алгебры Вейля лежат в основе 

построения и изучения расслоений А. Вейля [5—10]. 
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Irreducible four dimensional algebras with identity 

obtained by the Cayley — Dickson doubling 
 

We obtain all the irreducible four dimensional associative algebras with 
identity over the field of real numbers, which can be obtained by the Cayley — 
Dickson doubling of real two dimensional algebras with identity. 
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О группах движений в касательных расслоениях  
со связностью полного лифта над двумерными  

максимально подвижными пространствами аффинной связности 
 

Исследуются группы движений в касательных расслоени-
ях со связностью полного лифта в случае, когда база расслое-
ния является максимально подвижным пространством аффин-
ной связности. 
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